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自锚式悬索桥挠度理论基础微分方程近似推导 

石 磊  张 哲   刘春城 

(大连理工大学土木水利学院，大连，116024) 

 
摘要：基于大位移非线性弹性理论的广义变分原理，考虑了加劲梁轴向压缩应变能的影响，建立了三

跨自锚式悬索桥挠度理论下的大位移不完全广义势能泛函，通过约束变分导出了自锚式悬索桥挠度理论下

的基础微分方程，得出了自锚式悬索桥挠度理论的基础微分方程近似于弹性理论下的微分方程这一结论．为

阐述自锚式悬索桥静力行为提供了理论依据。 
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1  引    言 

悬索桥在静荷载下的结构行为是决定悬索桥结构设计的主要依据，所以，关于静力分析

理论和方法的研究，就成了悬索桥理论中最重要和最基本的部分。自从 1823年法国的 navier
发表无加劲梁悬索桥计算理论以来[1]，地锚式悬索桥的解析理论研究已经日臻完善，并有大

量的研究文献资料。但有关自锚式悬索桥的研究资料确不多见，自锚式悬索桥的解析理论虽

然很类似于地锚式悬索桥，但是由于其主缆锚固在梁端，加劲梁承受巨大的主缆传来的轴向

压力这一结构受力特点，使其解析理论的形似也略区别与地锚式体系。近年来自锚式悬索桥

以其优美的外形和错落有致的外观而越来越受到青睐，因此对自锚式悬索桥的具体细致的研

究也越来越显得尤为重要。混凝土自锚式悬索桥在国内尚无一例，对此全面系统地研究也非

常少。本文在地锚式悬索桥挠度理论的基础上[2]，考虑加劲梁的轴向压缩应变能的影响，建

立了大位移不完全广义势能泛函[3]，得到自锚式悬索桥体系的基础微分方程，为阐述自锚式

悬索桥静力行为提供了理论依据。 

2  大位移不完全广义势能泛函的建立 

以图 1所示三跨自锚式悬索桥为例，根据自锚式悬索桥的结构特点，引入如下假定[2]：  
    a、所有的材料符合虎克定律。 
    b、成桥状态下，恒载沿跨度均匀分布，缆索为抛物线线型。 
    c、加劲梁为两端支撑的等截面连续梁，不考虑加劲梁的竖曲线,恒载下加劲梁为无应力
状态。 

    d、吊杆是稠密的，可以比拟为仅在竖向有抗力的均匀膜，不计吊杆的拉伸和倾斜。 
    e、不考虑塔的顺桥向抗弯刚度及轴向压缩变形，横桥向刚度为无穷大。 
    F、不考虑缆索的纵向水平位移。 

   仅在上述假定的条件下，对于图 1所示的坐标系统，恒载状态缆索的方程为： 
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式中，f 为缆索垂度，L 为缆索跨长。设θ为缆索的倾角，则： 
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取主缆一微段为自由体，如图 2所式示，在恒载作用下，根据平衡条件 0=∑ y 得 

qdx
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H qq −=− 21
 

因为    yddydy 2
21 =−         所以    
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                 （4） 

式中，Hq为恒载引起的缆索力的水平分量，q为沿跨向的恒载集度。 

 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 
当加劲梁上作用有分布活载 p(x)时，用以下符合定义悬索桥各部分的位移和应变： 
v―――缆索和加劲梁的竖向位移； 
εc――由于活载引起的缆索应变量； 
εl――由于活载引起的加劲梁应变量； 

 
则相关的能量项是：加劲梁的弯曲应变能和轴向压缩应变能、缆索的拉伸应变能、及

恒载势能和活载势能。忽略加劲梁的剪切应变能，则总势能为： 

图 2 缆索微单元变形 

Fig2.  Finite element deformation of cable 

图 1 自锚式悬索桥总体变形 

Fig1. General deformation of Self-Anchored suspension 
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式中，εc0和εL0分别为缆索及加劲梁在恒载状态下的初始应变；M 为加劲梁的弯矩； 
κ=M/EI 为加劲梁的曲率；EI 为加劲梁挠曲刚度；T 为恒载加活载作用下的缆索轴向拉力。
此式体现了悬索桥施加活载 p后总势能的一般构成。 
   为了利用大位移不完全广义势能变分原理导出自锚式悬索桥的基础微分方程，需要由
Lagrange乘子法建立不完全广义势能泛函。那么首先建立应变位移协调条件。由图的几何关
系可知，对于缆索有： 
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式中，（θ＋φ）为变形后的缆索倾角,φ为缆索倾角的变化量。由此三式消φ和微单元长度

ds可得： 

( ) 1cossincos 22 −′++= θθθε vc                         （7） 

对加劲梁，若忽略其剪切变形有[4]： 
 

2

2
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其中，yL表示加劲梁的纵坐标，u为加劲梁的纵向位移。则式（7）、(8)分别为关于缆索
和加劲梁的应变位移协调条件。 
现在令： 

( ) ( ) 01cossincos 22 =+−′++= cc vG εθθθ  

0
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则大位移不完全广义势能泛函为： 
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式中，П由式（5）给出， Lc λλ , 为 Lagrange乘子。 

由式（11），泛函П* 的被积函数 F*的表达式为： 
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式（11～12）中，与缆索应变能有关的项使用了式（6）变换积分变量和积分限。 
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根据大位移不完全广义势能变分原理，取П×的变分 0* =Πδ 则得到关于 F*的如下欧拉方

程： 

0* =Πδ                                 （13） 
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前 4个方程给出平衡微分方程，后２个为应变位移协调条件。将式(12)代入前 6式，可
得平衡方程的具体形式为： 
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        0sec =− cT λθ                                      （14b）   

         0=− LN λ                                       （14c） 

( ) 0=Ldx
d
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从上式中消去 Lc λλ , ，并利用式（６），可以简化为如下平衡方程中： 

   [ ] ( ) 0)sin(
2

2

=+′++−−−′′ LNy
dx
dvNT

dx
dpqM ϕθ           （15）   

由于上述的假定与古典挠度理论所采用的假定完全相同，因此应该的出类似的结论。事实

上，设 ( )cosH T θ ϕ= + ，而H N= − ，则式（１５）可作如下变换： 
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[ ] ( )
2

2( ) 0L
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θ ϕ′′ ′− − − + − − =           （16） 

利用式（６），则上式变换成： 

[ ] 0L

d
M q p H y v v Hy

dx
′′′′ ′ ′ ′− − − + − − =                （17） 

             

在由式（４）和（８）得到： , p qq Hy H H H′′= − = + （这里Ｈｐ为活载引起的水平力增量），

由于引入吊杆保持竖直不变的假定，将导致缆索拉力水平分量而沿跨为常量，而 Ly′′可以认

为是０。则式（１７）变换为： 

0pM p H y′′ ′′− − =                   （1８） 

上式就是自锚式悬索桥挠度理论的平衡微分方程，从方程上我们可以看出它和地锚式悬索桥

弹性理论方程是一样的。 
我们可以看看这个方程的物理意义： 弹性理论给出加劲梁中任一点的弯矩 

' pM M H y= −                      （1９）  

 这里 ='M 简支梁的活载弯矩；由式可知加劲梁中的活载弯矩将由于主缆中由活载产
生的水平力作用而减小。因此，弹性理论没有考虑由于活载作用主梁变形情况下主缆中由于

活载和恒载共同作用产生的水平力而使主梁弯矩的减小效果。挠度理论考虑了主缆的作用，

通过减去 ( )p qH H v+ 项来减小主梁弯矩。因此挠度理论是在弹性理论基础上的发展，可以

写成          ' ( )p qM M hy H H v= − − +              （2０） 

通过计入主缆影响，挠度理论降低了主梁的强度要求，比弹性理论要经济的多。考虑自锚式

悬索桥主梁中存在巨大的轴向力需要采用传统的悬索桥分析理论，因为主梁要承担缆索的全

部水平力，主梁中的轴向力为 ( )p qH H+ 。如果假设主梁最初是水平的，那么有挠度v，轴

向力将产生附加的弯矩 ( )p qH H v+ 。把这一项加到挠度理论的（20）式中，得出（19）式，

即等同于弹性理论。在对式（１9）求导二次，即得出挠度理论微分方程（１８）。由于式（１

８）中有 pH 和v两个未知数，所以需要一个协调条件能基于边值定解，地锚式悬索桥挠度

理论采用的协调条件是缆索相容方程，但是自锚式悬索桥略有不同，具体形式如下： 
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式中，ＥｃＡｃ、ＥＬＡＬ分别为缆索和加劲梁的弹性模量和截面积，α 为线胀系数、ｔ为
温度变化。 

4  结     论  

从基础微分方程可以看出：自锚式悬索桥的挠度理论方程可以近似等同于弹性理论方

程，是一种线性的方程，也就是说相对于地锚式悬索桥来说，自锚式更适合于用弹性理论进
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行分析。由于主缆传递给加劲梁的巨大轴向力所产生的附加弯矩抵消了加劲梁由于活载挠度

引起的弯矩值，所以用弹性理论对自锚式悬索桥初步分析是适合的。上述结论的得出为用弹

性理论对自锚式悬索桥进行初步设计分析提供了理论依据。 
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The Basic Differential Equation Deductive of the 

Self-anchored Suspension Bridge 
SHI  Lei ,ZHANG  Zhe,  LIU Chun-cheng 

(Institute of Civil & Hydraulic Engineering, Dalian University of Technology, 
 Dalian, 116024) 

Abstract: Based on the generalized potential energy variational principal of nonlinear elasticity 
theory with large deflection, the incomplete generalized potential energy function with large 
deflection is established based on the flexibility theory of three-span self–anchored suspension 
bridge by considering the effect of axial compressive energy of stiffening girder. By constraint 
variation, the differential equations under flexibility theory is closed to the  elastic theory 
vibration have been derived. It can provide theoretical basis for the static  analysis of  
self-anchored suspension bridge。  

Keywords: Self-Anchored suspension bridge, flexibility theory, functional, generalized variation 
 

《CIMS 论文的天地》声明 
本站免费向大家提供论文全文，本站论文除了特别说明的以外都是从作者手中征集得到的。

如果您有论文希望上网，本站可以免费提供论文全文的上网服务。  
目前网上论文网站较多，有人非法转载本站论文，在此提出警告，本站将对这类行为进行追

究。  
本站镜像：  
1、上海付费空间镜像：http://www.cimspaper.com  <主站，推荐访问> 
2、教育网内的镜像：http://xcchen.yeah.net   
3、山东泰安网页吧镜像： http://cimspaper.wy8.net  
4、北京虎翼网镜像：http://cimspaper.51.net 
 


