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结构可靠性分析的区间方法＊ 

王登刚，李杰 

（同济大学 建筑工程系，上海，200092） 

 
摘 要：  工程中的不确定性可以分别用随机方法，模糊方法和区间方法来建模。本文采用区间

数描述具有不确定性的结构参数，基于区间数学知识，建立了一种新的可靠度度量体系和分析方

法。当没有足够的实验数据获得结构参数的概率密度函数（或隶属度函数）时，这种方法比基于

概率论（或模糊数学）的可靠度分析方法更为适用。为了克服直接采用区间计算法则计算结构功

能区间函数时计算结果易于扩张的问题，把结构功能函数的计算转化为求解两个优化问题分别确

定功能函数的上下限值，并采用一种具有全局寻优能力的智能性算法－实数编码遗传算法―来进

行求解。算例对本文方法的可行性和有效性进行了验证。 
关键词：结构可靠性；区间分析；区间数学；遗传算法；非概率的 
中图法分类号：  

 
1 引言 

基于概率的可靠性分析方法近年来受到了足够的重视，具有其优点，同时，它又有着一

些应用方面的不足[1-3]。例如，结构概率可靠性对统计参数的变化和分布概型的选择可能很

敏感，需要较多的数据来准确确定随机变量的统计参数（如平均值，方差）和随机变量的分

布概型，而在很多工程情况下可得到的数据是有限的。类似的，模糊可靠性分析方法也需要

足够的数据来确定相关结构参数的隶属度函数，也存在这样的问题。为了避免这些弊病和不

足，基于灰色系统理论的可靠性分析方法[2-3]和基于区间描述的非概率可靠性分析方法[4-7]

逐步受到一些学者的重视。 

注意到在很多实际情况下，尽管不易得到不确定量的准确概率分布或隶属度函数，但是

非确定量的幅度或界限相对来说易于确定，文献[4-7]从该角度出发对可靠性分析的区间方法

进行了研究。文献[4]基于凸集理论提出了非概率可靠性的概念。文献[5]在针对此概念的讨

论中提出一种可能的度量方法。文献[6]提出以系统能容许的不确定性的最大程度度量可靠

性。文献[4-6]倡导使用不确定性的凸集模型，认为宜采用集合模型描述掌握的信息量较少的

非确定性。而文献[7]则基于区间算法，提出非概率可靠性的一种新的度量方法。但是献[7]

仅对于结构设计情况给出了可靠度的定义形式，并且无法避免由于区间数运算法则的定义引

起的区间计算结果易于扩张的问题，如何正确计算还有待于进一步研究。 

本文采用区间数描述具有不确定性的结构参数，基于数学上的区间分析内容，利用区间

数运算法则和区间不等式的概念，给出一种与文献[7]大致相同的可靠度定义形式，并提出

避免区间计算结果扩张的计算方法，最后给出了实例计算。 

 
2 区间数学相关知识简介 
对于区间数 ],[][ xxx = ， xx ≥ ，当 xxx == 时， xx =][ ，区间数 ][x 退化为普通数 x。
区间数 ],[][ xxx = ，还可以记为形如 ])]([]);([[][ xradxmx = 的中心区间的形式。其中
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2/)(])([ xxxm += 为区间中点， 2/)(])([ xxxrad −= 为区间半径。 

对于两个区间数 ],[][ xxx = 和 ],[][ yyy = ， )(][],[ RIyx ∈ ， )(RI 是所有有界闭区间

的集合，四则运算规定为： ],[][][ yxyxyx ++=+ ， −=− xyx [][][ ], yxy − ，

),,,,[min(][][ yxyxyxyxyx =⋅ )],,,max( yxyxyxyx ， ,/1[],[]/[][ yxxyx ⋅=  ]/1 y（若 ][0 y∉ ）。

这 种 四 则 运 算 定 义 下 ， 对 任 意 区 间 数 )(][],[],[ RIzyx ∈ ， 加 法 交 换 律

][])[]([])[]([][ zyxzyx ++=++ 、乘法交换律 ][])[]([])[]([][ zyxzyx ⋅⋅=⋅⋅ 成立， 但

是乘法对加法的分配律不成立，即 ][][][][])[]([][ zxyxzyx ⋅+⋅≠+⋅ ，其次区间数减法并

不是区间数加法的逆运算，甚至 0][][ ≠− xx 。 

若 yx ≤ 则称 ][][ yx ≤ ，若 yx < 则称 ][][ yx < 。 ][][ yx ⊂ 指 yxxy ≤≤≤ 。在上述四

则运算定义下乘法对加法的次分配律 ])[]([])[]([])[]([][ zxyxzyx ⋅+⋅⊂+⋅ 成立。 

两区间数之交定义为   ][][ =∩ yx    
   )]y,xmin(),y,x[max(

 ][][  ][][                





 ><Φ

其他

或 yxyx
。 

区间函数可以看作是一般函数的扩展，区间计算还要用到区间扩展的概念[8]。 

 
3 基于区间分析的可靠性度量 

3.1基于区间分析的可靠度指标定义 

 对功能函数 )(xgSRM =−= 进行区间扩展，可以得到采用区间数描述具有不确定性

结构参数的结构的功能函数 ],([][][])([],[][ 1xgSRxgMMM =−=== ])[,],[ 2 nxx L 对结构失

效准则进行描述，其中 )(RIx i ∈ （ ni ,,2,1 L= ）。作为计算结果的功能函数值也是一个区

间数，在区间数不等式的定义下，当 =][M 0])([ >xg ，即 ][][ SR > ，结构可靠；当

])([][ xgM = 0< ，即 ][][ SR < ，结构失效；当 ])([][ xgM = 0> 和 =][M 0])([ <xg 都不成

立时，结构处于既可能安全也可能失效的工作状态。通过分析可以发现，对于区间量 ][x ，

其区间中点 ])([xm 与区间半径 ])([xrad 的比值 ])([/])([ xradxm 可以描述结构的这种状

态。与文献[7]类似，本文定义结构可靠度指标为 

])([/])([ MradMm=η ]))([(/]))([( xgradxgm=                   （1） 

可以发现 =][M 0])([ >xg 与 1>η 相对应； =][M 0])([ <xg 与 1−<η 相对应；

=][M 0])([ >xg 和 =][M 0])([ <xg 都不成立时（即区间变量 Φ≠∩ ][][ SR ），与

11 <<− η 相对应。两个临界状态分别为 1=η 对应 0=M ； 1−=η 对应 0=M 。它们具

有相应的实际物理意义。进行结构设计时一般应该满足 1>η ，既有结构、损伤结构可能存
在 1<η 的情况，此时需要根据需要确定是否对其进行加固维修。 

3.2 均匀分布时的区间可靠性和概率可靠性分析 

区间可靠性与概率可靠性、模糊可靠性也是有一定的内在关系的。例如，当信息量增加，

还能获得不确定量在给定区间内的概率分布关系时，依然可以进一步采用概率可靠性分析方

法进行更为细致的分析。例如，若结构参数在所给定区间上均匀分布，则结构效应

],[][ SSSS =∈ 和抗力 ],[][ RRRR =∈ 也将服从均匀分布，此时结构可靠性概率

),|( SsRrsrP ∈∈>=ρ 与区间可靠度如下所示。 

3.2.1 当 Φ=∩ ][][ SR 时，有以下两种情况 
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（1）当 ][][ SR > ，即 RRSS <<< 。 

1])[],[|( =∈∈>= SSRRSRPρ ； 0])([])([ >> MradMm ， 1>η 。 

（2）当 ][][ SR < ，即 SSRR <<< 。 

0])[],[|( =∈∈>= SSRRSRPρ ； 0])([])([ >>− MradMm ， 1−<η 。 

3.2.2 当 Φ≠∩ ][][ SR 时，有以下四种情况 

（1）当 ][][][ SSR =∩ ，即 RSSR <<< 。 

+
−
−

=∈∈>=
RR
SR

SSRRSRP ])[],[|(ρ
)(2 RR

SS
−
− ； 10 << ρ ， 11 <<− η 。 

（2）当 ][][][ RSR =∩ ，即 SRRS <<< 。 

+
−
−

=∈∈>=
SS
SR

SSRRSRP ])[],[|(ρ
)(2 SS

RR

−

− ； 10 << ρ ， 11 <<− η 。 

（3）当 SRSR <<< 。 

RR

SR

SS

SR

−

−
⋅

−

−
⋅=

2
1

ρ ； 10 << ρ ， 11 <<− η 。 

（4）当 RSRS <<< 。 

SS
RS

RR
RS

−
−

⋅
−
−

⋅−=
2
1

1ρ ； 10 << ρ ， 11 <<− η 。 

特别地，当 ][][][][ SRSR ==∩ （即 RSRS =>= ）时， 5.0=ρ ； 0])([ =Mm ， 0=η 。 

可见，本文的区间可靠性定义与概率可靠性不是排斥的，在可靠性判定上具有一致性。

在某种程度上说，区间可靠度方法或许可以看作是概率可靠性方法在实际应用上信息量不足

时的有益补充。 

 
4 区间功能函数的计算 

计算结果易于扩张是区间计算的一大缺陷。同一函数由于计算次序不同，将得到不同的

区间扩展，从而可能得到不同的计算结果。例如，函数 )1/()()( 121 −+= xxxxf ，

]5,2[][ 11 =∈ xx ， -1,1][][ x 22 =∈ x ， 直 接 计 算 有 =−+= )1]/([])[]([])([ 121 xxxxf  

 ]6,4/1[]4,1/[]6,1[)1]5,2/([)[-1,1][2,5]( ==−+ 。而改写成 )1/()1(1)( 12 −++= xxxf ，则有

,1/[]2,0[1)1]/([)1]([1])([ 12 +=−++= xxxf ]3,1[]2,0[1]4 =+= 。 

研究表明，可以采用以下方法来改善区间计算结果：（1）变换运算次序使功能函数中每

个区间变量出现的次数尽可能减少；（2）利用次分配律尽量先加减后乘除，例如

m
mm axaxaxg +++= − L1

10)( ，可按 mm axaxaxaxg ++++= − })][({)( 110 LL 进行计

算。但是功能函数为一有理函数时，什么样的运算次序最佳，还有待于解决[8]。 
笔者认为，区间扩张缺陷的存在来源于区间数运算法则的定义。研究发现，可以采用区

间数学的思想建立区间计算模型，但是对区间模型进行求解时不直接采用通常定义的区间运

算法则，而是根据所要表达问题的实际物理意义和区间数学的单项包含性质，转化为分别求

各变量的最大值和最小值全局优化问题，来避免区间模型计算结果易于扩张问题[10]。 

为此，本文把结构区间功能函数 ],([])([][][],[][ 1xgxgSRMMM ==−==  ])[,],[ 2 nxx L
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的计算转化为采用实数编码遗传算法求解两个全局优化问题分别确定功能函数的上限值 M

和下限值M 。所采用的实数编码遗传算法采用比例选择、算术交叉、非均匀变异和边界变
异、最优个体保护策略等遗传操作，具体可参见文[10-11]。 

 
5 算例 

例 1 图 1 示悬臂梁受集中载荷 1p 和 2p 。 1p  

]6.5,4.4[∈ kN， ]3.2,7.1[2 ∈p kN， ,8.1[1 ∈l  ]2.2 m，

]5.5,5.4[2 ∈l m。试分别在如下(1)、(2)、(3)等情况

下对该梁的安全性能进行评估。 

(1) 当 crmm ≥|| max 时失效。 crm 为临界极限弯矩，

maxm 为梁中弯矩最大值， ,32[∈crm  ]40 kN?m。(2) 梁横截面为矩形（宽×高= b × h），当

crσσ ≥max 时梁失效。 crσ 为临界极限弯矩， maxσ 为梁中拉应力最大值。 ]22.0,18.0[∈b m，

]32.0,28.0[∈h m， crσ  ]12,11[∈ × 106Pa。(3) 横截面为矩形，宽b、高h同(2)，要求自由

段挠度 =≤ crB ff  m3105 −× ，试确定悬臂梁材料弹性模量。 

解： (1) 功能函数 ][][][ SRM −= ，其中 ][][ crmR = =[32,40] kN?m， += ]][[][ 11 lpS  

]][[ 22 lp+ =[15.57, 24.97]。所以 −= ][][ RM  ][S =[7.03, 24.43] kN?m =[15.73; 8.7] kN?m >0，

安全。可靠度指标为 /])([Mm=η  ])([Mrad =15.73/8.7=1.808。 

(2) 功能函数 ][][][ SRM −= ，其中 ][][ crR σ= =[11,12] × 106Pa， ][][ maxσ=S = 

)6/]][([])][[]][([ 2
2211 hblplp + =[4.147, 10.616]MPa。所以 ][][][ SRM −= =[0.384, 

7.853]MPa=[4.1185;3.7345]MPa>0，安全。 可 靠 度 指 标 为 ])([/])([ MradMm=η = 

4.1185/3.7345=1.1028。 

(3) 功能函数为 −= ][][ RM ][S = 0][ ≥− Bcr ff ，  +−= 3
112

2
11 ]][[][]][[3(][ lpllpf B  

)2/]][][/([)]][[2 23
22 hbElp ，得 )2/]][[/()]][[2]][[][]][[3(][ 23

22
3

112
2

11 hbflplpllpE cr+−≥ 。

采用遗传算法求得 /)]][[2]][[][]][[3( 3
22

3
112

2
11 lplpllp +−  

)2/]][[( 2hbf cr =[8.4628, 32.6790] GPa ， 所 以 要 求

E ≥ 32.679GPa。 

例 2 图 2示超静定桁架，AB、BC、CD、DA四杆断面积相

同为 1A ∈[0.44,0.46] × 10-4m2，斜杆 AC 和 BD 的断面积为

2A ∈ [0.46,0.48] × 10-4m2 ，长度 l =0.1m，许用应力为

σ =200MPa，σ =-150Mpa。确定使各杆均为应力安全的外荷

载 P 范围。 

解 ： (1) 由 力 法 求 出 各 杆 的 内 力 为 ：

)424/()22( 2112 AAAAPSBC ++−= ， == ADCD SS BCS ， PSS BCAB += ，

)(2 PSS BCBD +−= ， BCAC SS 2−= 。根据安全的临界状态 1=η ，即 0=M ，对每个

杆件，分别用 2 个功能函数 ][][][ 111 SRM −= 和 ][][][ 222 SRM −= 的临界状态

−=−= σ)min( 111 SRM  0)max( =σ 和 +−=−= σ)min( 222 SRM   0)min( =σ 来确定该杆

件应力安全时外的外载荷的范围，结果如表 1示。 

表 1  单独考虑各杆应力安全时的外载荷范围 

图 2   6杆桁架 

④

l 

l

P 

C

DA

B

B
A

图 1 悬臂梁 

p1 p2 
l2 

l1 
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   杆件         外载荷 P范围 /N 

BC         [-22349.75, 16762.31] 

    AB        [-10839.79, 14453.04] 

    BD        [-10730.35, 8047.76] 

    AC         [-12306.92, 16409.22] 

从表 1，进一步可得同时使各杆均为应力安全的外荷载 P 范围是[-10730.35,  8047.75]，
即-10730.35≤P≤8047.75。 

 
6 结语 
本文仅是对区间可靠度分析方法的初步研究。采用区间数描述不确定结构参数，基于区

间不等式的概念等区间数学内容，探讨了一种新的可靠性度量方法，并提出采用一种避免直

接采用区间数运算法则计算结果易于扩张的区间功能函数的计算方法，从而把非确定性的可

靠性分析问题完全转化为确定性的优化问题进行求解。当非确定量的概率分布或隶属度函数

无法准确得到时，本文方法为相应的可靠性分析和设计提供了一种可供选择的可能方法。 
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Interval method for structural reliability 
analysis 

Wang Denggang ,  Li Jie  
（Department of Building Engineering, Tongji University, Shanghai, 200092,China） 

Abstract  The imprecision or uncertainty present in many engineering problem can be modeled 
using probabilistic, fuzzy, or interval methods. By representing the uncertain structural parameters 
as interval numbers, a new measure and analysis methodology for structural reliability 
computation is put forward in this paper, which is based on the theories of interval mathematics. 
The priori probability density function or subjective function of the structural parameters is not 
needed in this methodology. So it is more suitable than probabilistic and fuzzy approach when 
there is no sufficient experimental data to obtain these functions. Overestimation is a major 
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drawback in interval computations. In order to overcome this drawback, the structural functional 
function was calculated by using of two optimization problems to obtain its’ lower and upper 
bounds respectively. Moreover, an intellective algorithm named as real-code genetic algorithm 
was introduced to locate the global optima of the two optimization problems. Examples show that 
the presented method is feasible and efficient. 
Key words  structural reliability; interval analysis; interval mathematics; genetic algorithms; 
non-probabilistic  
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